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Modul Bab 3

Fungsi Eksponensial, Fungsi Logaritma dan Turunannya

3.1.Fungsi Eksponensial dan Logaritma

Dalam matematika ada berbagai fungsi seperti fungsi polinomial, fungsi
akar, fungsi rasional, fungsi trigonometri dan kombinasi dari fungsi-fungsi
tersebut. Namun, beberapa aplikasi matematika mungkin juga membutuhkan
fungsi-fungsi dalam bentuk yang lain. Pada materi ini akan didefinisikan fungsi
eksponensial natural (natural exponensial) ¢ dan kemudian fungsi logaritma
natural, In x. Akan ditunjukkan bahwa turunan dari fungsi-fungsi tersebut
memenuhi: %(ex):ex dan %(Inx):i
Kejadian fungsi e mempunyai turunan yang sama dengan dirinya sendiri
mempunyai peranan sendiri dalam teori matematika dan aplikasinya. Lebih
dalam, hasil ini menyebabkan para ahli matematika memberikan predikat

“natural”.

3.2.Fungsi Eksponensial

Kita tidak asing dengan istilah suku bunga majemuk atau bunga berbunga
dalam investasi pada bank tertentu. Untuk mengantar menuju fungsi eksponensial
diberikan contoh sebagai berikut. Seseorang menabung Rp. 1.000.000,- pada
sebuah bank yang memberikan suku bunga majemuk rata-rata per tahun sebesar
10% pada awal tahun 2000. Perhitungan akumulasi total tabungan yang ia punyai
pada awal tahun 2004 diberikan dalam Tabel 3-1.

Tabel 3-1.

Tahun Jumlah uang (rupiah) Bunga (rupiah)
2000 1.000.000 0

2001 1.100.000 = 1.000.000(1,1) 100.000

2002 1.210.000 = 1.000.000(1,1)* 110.000

2003 1.331.000 = 1.000.000(1,1)? 121.000

2004 1.464.100 = 1.000.000(1,1)* 133.100
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Secara umum apabila modal awal dinotasikan dengan P, suku bunga dinotasikan
dengan Sb, jumlah uang pada akhir tahun ke-n (awal tahun ke-n+1) dinotasikan
dengan Sn, maka diperoleh perhitungan sebagai berikut:
S;=P+P.Sh=P.(1+Sh)

Setelah tahun kedua, jumlah uang yang tersimpan:

S, =S; +S1.Sb = S1.(1 + Sb) = P.(1 + Sh).(1 + Sb) = P.(1 + Sh)?

Setelah tahun ke-n, jumlah uang yang tersimpan:
S, =P.(1+Sb)"

Suku bunga majemuk memberikan contoh pertumbuhan eksponensial dan
dimodelkan dalam bentuk fungsi y = P.a*, dengan investasi awal P dan a sama
dengan 1 plus suku bunga rata-rata pertahun yang ditulis dalam desimal.
Persamaan y = P.a*, a>0, a=1, memberikan gambaran kelompok fungsi yang

dinamakan fungsi eksponensial.

Definisi 3.1:
Diberikan bilangan real positip yang tidak sama dengan 1. Fungsi
y=f(x)=a

merupakan fungsi eksponensial dengan basis a.

Daerah asal  : (-o0, )

Range : (0, )

Beberapa aturan yang berlaku pada fungsi eksponensial diberikan pada
Teorema 3.1.
Teorema 3.1:

Jika a>0 dan b>0, maka untuk semua bilangan real x dan y berlaku:
1. ata'=a™
aX

2. —=a"
o
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3. (a) =(@) =av

4. a@'b'=(ab)’

Pertumbuhan populasi dapat juga dimodelkan dalam fungsi eksponensial. Dalam
metode peramalan digunakan rumus umum Pn=P.k". Aplikasi lainnya adalah
perhitungan waktu paruh dari bahan radioaktif, pertumbuhan bakteri dan
sebagainya. Selanjutnya yang dimaksud dengan istilah fungsi eksponen adalah

fungsi pangkat dengan basis a = e = 2,71828...= Iim(l+lj

n—oo n

3.3. Fungsi Logaritma

Jika a merupakan bilangan real positip yang tidak sama dengan 1, maka
fungsi eksponensial (pangkat) berbasis a, f(x) = a*, merupakan fungsi satu-satu.
Oleh karena itu fungsi tersebut mempunyai invers yang disebut dengan fungsi

logaritma berbasis a.

Definisi 3.2:
Diberikan a bilangan real positip yang tidak sama dengan 1. Fungsi logaritma
berbasis a, y = ®log x, adalah invers dari fungsi eksponensial berbasis a.

y = ®log x jika dan hanya jika x = a’, dengan x>0.

Sedangkan jika diberikan a = e, maka dinamakan fungsi logaritma natural dan

ditulis y = In x = ®log x.

e —
Daerah asal  : (0, o0); Daerah hasil : (-c0, )

Grafik fungsi eksponensial dan logaritma berbasis 2 disajikan pada Gambar 3.1.
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Gambar 3.1

Beberapa sifat fungsi logaritma diberikan berikut ini:
1. a ™ =x dan *loga* = x

2. *logxy="log x+%logy
a X a a
3. %log—="log x—"logy
y

bI e

0g X logx Inx

a f— f— f—

4. “logx =+ =~ =
loga ‘loga Ina

5. %logx’ =y.*logx
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3.4.Turunan Fungsi Eksponen

e" -1

Perhatikan bahwa Ihlrrg =1, coba Anda hitung dengan pendekatan komputasi

Dengan menggunakan definisi turunan diperoleh:

) X+h _aX ) ex'eh_ex
—(e ):Ilm =i
X h—0 h—0 h
- L\ eh-1
_I|m¥:llmex.llm—:ex.1:eX
h—0 h h—0 h—0 h

- Cdo,
Jadi diperoleh: &(e )

I
(93}

Secara umum untuk u = f(x) dengan u” = f '(x) = du/dx ada, berlaku

d /., , du
— e = —
dx( ) dx
Contoh:
y = e”*!  Perhatikan bahwa dalam soal ini u = 2x + 1, sehingga du/dx=2.
Diperoleh: dy ﬂd_u =2 2 =2e"",
dx du dx

3.5.Turunan a*
Untuk mencari turunan fungsi eksponensial berbasis a dikerjakan dengan menggunakan
sifat 1 dan 4 pada fungsi logaritma.

X floga* __ LIna* xlna

a =e€ € =€

d/ .\ d(na «na d
= &(a ):&(e na)= g .&(xlna) =a’. Ina
Perhatikan bahwa In a merupakan suatu konstanta sehingga untuk u = x In a diperoleh
du/dx = In a.

Secara umum untuk u = f(x) dengan u = f’(x) = du/dx ada, berlaku

%(a”)za”.lna.g—i.

28 September 2009 - Nugroho Agus H., M.Si. 3-5



Modul Kakulus | Bab 3

Contoh:

y = 3N Dalam soal ini u = sin x sehingga du/dx = cos x.

= dy _ 3" In3.cos x
dx

3.6.Teknik Logaritma untuk Penyelesaian Soal Turunan.
Hasil pemahaman Anda akan sangat membantu dalam menyelesaikan beberapa soal
turunan yang rumit yang akan dijelaskan dalam penggunaan teknik logaritma untuk
menyelesaikan soal turunan berikut.
y= e?(x-1)°

(x2 +1) (4-2x)

e (x-1)° ]

= hny= In[(x2 +1)4(4— 2X)

o Iny = In(ezx(x —1)5)— In((x2 +1) (a- 2x))

1.

< Iny =Ine” +In(x-1)° —(In(x2 +1) + In(4—2x))
& Iny =2x+5In(x-1)-4In(x? +1)- In(4 - 2x)

iﬂ:2+5. 1 —4. 21 2X— ! (-2)
y dx x-1 X +1 4 —2x

<:>Q=y{2+5. ! —4. ! 2X— ! (—2)}
1 4 —2X

dx Xx—1 X2 +

2X 5
__e"x-1) {2+5. Lo 41 o ! (—2)}
(XZ +1) (4_2)() x-1 X +1 4 —2X

2. y=(x*+1"
e lny=In(x? +1)" = 2x.In(x? +1)

oLt

= 2In(x* +1) + 2x. 2X
dx

x> +1

dy 2 4'X2 2 2 X 2 4X2
o 2=y 2In(x* +1) + =Ix"+1)"|2In(x" +1) + ——
dx y{ O+ X+J b+ O+ x*+1
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Tes Formatif.

A. Carilah dy/dx untuk setiap soal berikut:
2x/3

y=¢

y:esinx
y=¢€
y=Inx

sin(2x + 1)/ 2

y =%log x

o g~ w N oE

y=x"
Gunakan Teknik Logaritma untuk menentukan d%x dalam soal-soal berikut ini.

y — 3CSCX

= @

Inx

X

3. y=(sinx)", 0<x<7

4, y:swﬂ)

(2x+5)’

no

5. yzglog(x2+1)
6. Xln(2x3+x+4)

- y:6\/(X+4)‘°‘(2x—1)2

(3x+7)ax? -1f
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